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1. a) Aflati numerele naturale n pentru care numarul n* + n? + 1 este prim.
b) Demonstrati ca numarul
(24422 +1)(4* + 42 + 1)(6* 4+ 6% + 1)...(100* + 100% + 1)
(P + 124+ 1)(3*+32+1)(5*+52+1)...(99* + 992 + 1)

este natural.
Olimpiada Brazilia

Solutie si barem de corectare

N 17 5 (1p)
a)nt+n*+1=m*+1)2-n?>=(n?>—-n+1)(n®>+n+1) este prim dacd si numai
dacdin* —n+1=1saun*+n+1=1. Rezultda n € {—1,0,1}; convine doar n = 1. (4p)

by A 2D 241 (100° 100+ 1)(100° + 100 + 1) (1p)

T (1Dl (9299 (992 199+ 1) T P

Dar (2k)? — 2k + 1= (2k —1)2 + (2k — 1) + L,V E € N, ...ooerei o] (2p)
. 1002 + 100 + 1

Rezulta ca A = o141 =10101 e Noo.o oo (2p)

2. Se considera multimea A a tuturor tripletelor de numere naturale (z,y, z) cu propri-
etateacax,y, z,r+y—2,2+x—y,y+2—x, r+y+ 2z sunt 7 numere prime distincte,
iar x +y = 800 (un exemplu de astfel de triplet este (13,787,797)).

Pentru fiecare (z,y, z) € A se face diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic dintre
cele 7 numere prime. Care este cea mai mare valoare pe care o poate avea aceasta
diferenta?

Olimpiada Rusia (enunt adaptat)



Solutie si barem de corectare

N 1 5 (1p)
Se verifica imediat ca daca (z,y,z) € A, atunci x,y, z sunt impare, deci cel mai mic
dintre cele 7 numere este cel pugin 3. ....... ... (2p)
Cel mai mare numar este x +y+ 2z = 800+ z. tim de asemenea ca r+y—z = 800 — 2
este prim impar, deci 800 — z > 3, adica 2 < 797, ... i (3p)
Prin urmare z+y+2 < 1597, de unde deducem ca diferenta poate fi cel mult 1597—3 =
100, (2p)

Pentru tripletul dat in exemplul din enunt cele 7 numere sunt 13, 787, 797, 3, 23,
1571, 1597. Diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic numar este 1594, in consecinta,
aceasta este valoarea maxima cautata. ............. ... . i (2p)

3. Demonstrati ca diagonalele unui trapez sunt perpendiculare daca si numai daca seg-
mentul care uneste mijloacele bazelor are lungimea egala cu semisuma lungimilor bazelor.

X kX

Solutie si barem de corectare

N 1 5 (1p)
Consideram ca AB||CD. Fie M, N, P, @ respectiv mijloacele segmentelor [AB],
[BC, [CD], [DA]. Atunci M N PQ este paralelogram, cu M N || AC si MQ || BD. (3p)

Diagonala [QN] a acestui paralelogram are lungimea 48£€2 . .. (1p)
M N PQ este dreptunghi daca si numai daca are diagonalele congruente, adica daca si
numai dacd MP = 4BECL (3p)
Rezultd cd AC L BD dac si numai daca M P = 4BEC2 (2p)
Varianta
Ducem prin C paralela la DB. Fie E intersectia acestei paralele cu AB. ...... (1p)
Fie F € AB astfel incat M F = PC. Atunci M PCF este paralelogram, deci M P =
O F (2p)
Cum AF = AM + MF = 4B CTD = A—QE, rezulta ca C'F' este mediana in triunghiul
ACE . (3p)
ANACE este dreptunghic daca si numai daca CF =22 ... .................... (2p)
Prin urmare, AC' L BD daca si numai daca M P = AZBJ“CD ................... (1p)

4. Se gtie ca M si N sunt respectiv mijloacele laturilor [DC| si [BC| ale rombului ABC'D,
iar m(MAN) = 1m(BAD).

a) Aflati m(A/B\C)

b) Demonstrati ca pentru orice puncte U € [DC|,V € [BC] astfel incat BV = CU
are loc egalitatea

m(TAV) = %m(@).



Dorel Mihet,

Solutie 1 barem de corectare

1 3 (1p)
a) AADM = AABN (LUL), deci DAM = BAN. ..o (1p)
Deoarece [AC' este bisectoarea unghiului @, rezultd ca [AC este gi bisectoarea
unghiului AN (1p)

Notand a = m(C'/A]\\/[) si 8= m(m), din ipoteza rezulta ca 2a + 20 = 4a, deci
[AN] este bisectoare si mediana in ABAC. Rezulta ca AB = AC, deci triunghiul ABC

este echilateral. o
Prin urmare m(ABC) = 60°. ... . i (3p)

b) Trebuie sa aratam ca daca ABC'D este romb cu m(@) = 120°,iar U € [DC],V €
[BC] sunt astfel incat BV = CU, atunci m(lfélT/) = 60°.

Din BV = CU si ADAC echilateral rezultds AADU = AACV (LUL), deci m(DAU) =
MO A ). (2p)

Deducem ci UAV = DAC, deci m(@) =60°. (2p)



